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Teoria operatoréw na przestrzeni Hilberta stanowi jedno z wielkich osia-
gnie¢ analizy funkcjonalnej i znajduje zastosowania w niezliczonych dziatach
matematyki i fizyki. Tematyka ta jest takze punktem wyjscia dla fascynu-
jacych uogoélnieni takich jak teoria C*-algebr, algebr von Neumanna, a takze
nieprzemienna geometria i wiele innych gatezi wspoélczesnej matematyki.
Niniejsza ksiazka oparta jest na rozszerzonej wersji notatek do wyktadu
prowadzonego przez autora na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskie-
go, a w konsekwencji jej podstawowymi celami sa:

= przedstawienie kanonu wiedzy z zakresu teorii operatoréw na przes-
trzeniach Hilberta wraz z kompletnymi i mozliwie bezposrednimi do-
wodami,

= przygotowanie czytelnika do dalszych studiéw zaréwno samej teorii ope-
ratorow, jak i teorii algebr operatorow (C*-algebr i algebr von Neu-
manna,).

Ocena stopnia realizacji pierwszego z powyzszych celow zalezy od tego, co
uznamy za kanon wiedzy na temat operatoréw na przestrzeniach Hilberta.
Faktem jest, ze pewne fragmenty tej teorii zostaly z premedytacjg pominiete
— takze po to, aby ksiazka nie zamienila sie w opasty tom. Wazniejszym
jednak powodem okrojenia materiatu do niezbednego minimum jest istnienie
ogromnej ilosci wspaniatych monografii i podrecznikéw, ktoére pokrywaja
znacznie wiekszy zakres materiatu z omawianej dziedziny (np. [AkGl, Kat,
ReSiy, ReSig| i szczegolnie [Mau]). Jednak studiowanie ich moze okazaé si¢
dos¢ trudnym wyzwaniem, do ktérego dobrym przygotowaniem moze by¢é
lektura niniejszej ksigzki.

Materiat podzielony jest na dwie gléwne czedci. Pierwsza z nich poswie-
cona jest operatorom ograniczonym, a druga — operatorom nieograniczonym.
W pracy z tymi ostatnimi zastosowaliSmy nowe i bardzo uzyteczne narzedzie
wprowadzone do literatury swiatowej przez S.L. Woronowicza. Jest to tak
zwana z-transformata operatora domknictego. Wyprzedzajac szczegdtowe
wprowadzenie z-transformaty w rozdziale 9, powiemy, iz jest ona forma, za-
kodowania pelnej informacji o domknietym i gesto zdefiniowanym operatorze
na przestrzeni Hilberta w operatorze ograniczonym na tej przestrzeni. Co
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wiecej, pozwala ona na tatwe i eleganckie uzyskanie wielu waznych wynikéw
teorii.

Sposrod wspaniatych podrecznikéw umieszezonych w spisie literatury na
konicu ksiazki wiekszo$¢ oferuje wykltad rozwijajacy najpierw pewne frag-
menty teorii algebr Banacha i C*-algebr, a nastepnie wyprowadzajacy z nich
najwazniejsze twierdzenia teorii operatoréow, a dokladniej wszelkie wersje
twierdzenia spektralnego. Oznacza to jednak, iz czytelnik musi najpierw
zmierzy¢ sie z dosé wyrafinowana analizg funkcjonalna, aby potem zas-
tosowaé ja w konkretnych przypadkach pochodzacych z teorii operatorow.
Filozofia wyktadu zawartego w niniejszej ksigzce jest inna: teoria spektralna
operatoréw samosprzezonych (ograniczonych i nieograniczonych) jest przed-
stawiona bez glebokiego zanurzania sie w teorie algebr Banacha. Warto
pamietaé, ze wlasnie teoria algebr Banacha (w tym C*-algebr i algebr von
Neumanna) stanowi naturalne uogoélnienie teorii operatoréw na przestrze-
niach Hilberta. Dlatego tez algebry Banacha, ktére pojawiaja sie w réznych
fragmentach ksiazki, graja role ciekawych przyktadéw, a nie kluczowych
narzedzi.! W nadziei autora takie podejscie do teorii operatoréw stanowi
cho¢ czesciowy realizacje drugiego z wymienionych powyzej celow ksigzki.

Poniewaz ksigzka ma stanowié¢ niezbyt obszerne kompendium — czy moze
poradnik — teorii operatoréw, wykltad zostal celowo pozbawiony ¢éwiczen
i przyktadéw. Na koncu kazdego rozdziatu znajduja si¢ notatki wskazujace
pozycje literatury, w ktérych mozna znalezé doskonate przyktady i éwicze-
nia z omawianych dzialéw. Dodatkowo umieszczamy tam czasem krotkie
informacje o mozliwych uogélnieniach i wycieczki w bardziej wyrafinowane
tematy.

Wyktady, na ktoérych oparta jest koncepcja ksiazki byty przeznaczone dla
studentow, ktoérzy mieli juz za soba kursy analizy matematycznej (z teoria
calki), algebry liniowej i tak zwany kurs ,,Analizy Funkcjonalnej I”. Ten
ostatni wyklad obejmuje zazwyczaj podstawy teorii przestrzeni Banacha,
w tym liczne informacje na temat przestrzeni Hilberta. W szczegblnosci
zakladamy znajomo$é:

= podstawowej analizy matematycznej i algebry liniowej,

= podstaw topologii ogolnej (pojecia przestrzeni lokalnie zwartej, ciagu

uogodlnionego i jego granicy, twierdzenia Stone’a—Weierstrassa),

= elementarnej analizy zespolonej jednej zmiennej (pojecia holomorficz-

nosci, wzoru Cauchy’ego, twierdzenia Liouville’a) i wielu zmiennych
(pojecia holomorficznosci i wielowymiarowego wzoru Cauchy’ego),

= teoril miary i calki (w szczegdlnosci twierdzenia o zbieznosci zmajory-

zowanej, miar produktowych i twierdzenia Fubiniego, miar zespolonych,

1Wythkiem jest rozdzial 7, w ktérym korzystamy z kilku podstawowych elementéw teorii
C*-algebr szczegotowo opisanych w uzupetnieniu U.5.2.
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wariacji miary, twierdzenia Radona—Nikodyma, twierdzenia Riesza o re-
prezentacji),

= pojecia przestrzeni Banacha i przestrzeni Hilberta, przestrzeni Ly, ope-
ratora ograniczonego i normy operatorowej, otwartosci zbioru operato-
row odwracalnych,

» lematu Riesza (czyli twierdzenia o reprezentacji ciaglego funkcjonatu
na przestrzeni Hilberta) i zwiazku ograniczonych form poéttoraliniowych
i operatoréw ograniczonych na przestrzeni Hilberta, pojecia operatora
sprzezonego do ograniczonego operatora na przestrzeni Hilberta.

Bedziemy takze uzywaé pojecia catki z funkcji ciagltej na zwartym przedziale
o wartosciach w przestrzeni Banacha. Jest to zagadnienie omawiane zapewne
na kazdym kursie rownan rézniczkowych. W wersji znacznie ogdlniejszej
teoria takich calek przedstawiona jest np. w ksiazce [Ruds].

Praktycznie kazde z powyzszych zagadnien nalezy do standardowego
kursu analizy, analizy zespolonej i teorii miary. Podreczniki takie jak [ReSiy,
Rud;| obejmuja znakomita wiekszos¢ z nich. Dla wygody czytelnika w uzu-
pelnieniach zebralismy kilka najpotrzebniejszych wynikow (w tym klasyczne
twierdzenia analizy funkcjonalnej takie jak twierdzenie Banacha—Steinhausa,
twierdzenie o odwzorowaniu otwartym, czy twierdzenie o wykresie domknie-
tym) z mozliwie krotkimi i nowoczesnymi dowodami.

Wszystkie rozwazane przestrzenie wektorowe beda nad ciatem liczb ze-
spolonych. Bedziemy réwniez stosowaé pewne konwencje notacyjne znane
z literatury fizycznej. W szczegdlnosei iloczyn skalarny (oznaczany sym-
bolem {:|-)) bedzie zawsze liniowy w drugim argumencie. Ponadto bedziemy
uzywaé¢ bardzo wygodnej notacji ,,bra” i ,ket”, ktéra pokrotce wyjasnimy:.
Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Wéwczas kazdy wektor ¢ € H wyz-
nacza doktadnie jedno odwzorowanie liniowe C — H przeprowadzajace 1 € C
na 1 € H. Oznaczamy je symbolem |1)).

Teraz rozwazmy na C standardowa strukture przestrzeni Hilberta (czyli
taka, przy ktorej {1} jest baza ortonormalna). Mozemy wowczas rozwazy¢
odwzorowanie sprzezone |1))* do |1, ktére jest ograniczonym funkcjonatem
na H przeprowadzajacym dowolny wektor ¢ na liczbe (1|¢) € C. Odwzoro-
wanie to oznaczamy symbolem (1|. W szczegolnosci ztozenie (1)1 | o |12) jest
odwzorowaniem liniowym C — C polegajagcym na mnozeniu przez skalar
(1 |1be), natomiast zlozenie |1)2) o (11| (zapisywane jako [19){1)1]) jest od-
wzorowaniem H — H przeprowadzajacym dowolny ¢ € H na {¢1 @) 1)s.

Waznym wzorem znanym z teorii przestrzeni z iloczynem skalarnym,
z ktoérego bedziemy intensywnie korzystaé jest formuta polaryzacyjna. Ma
ona najrozniejsze — czasem caltkiem wyrafinowane — sformutowania, lecz
my skorzystamy z nastepujacej prostej wersji: niech F' bedzie forma poél-
toraliniowa (antyliniowa wzgledem pierwszego argumentu) na przestrzeni
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wektorowej H. Wowczas

3
F(&n) =1 ), "F(n +i*¢,n+i%¢), &ne.
k=0

Materiat ksiazki jest w miare mozliwodci zorganizowany w sposob li-
niowo uporzadkowany, tj. kolejny rozdzial korzysta z wynikéw poprzed-
niego. Wyjatkami sa przede wszystkim rozdzial 6 poswiecony pojeciu $ladu
operatora i rozdzial 7 omawiajacy rachunek funkcyjny dla rodzin operato-
row samosprzezonych i dla operatoréw normalnych. Wyniki tych rozdzia-
6w nie sg wykorzystywane w dalszych czesciach ksiazki. Kolejny wyjatek
stanowi rozdzial 10 poswiecony teorii spektralnej operatoré6w nieograniczo-
nych. Wyniki tam przedstawione sg potrzebne dopiero w rozdziale 12.

Jak juz wspomnielidémy, w czesci 3 zgromadzony zostal dodatkowy mate-
rial potrzebny w réznych fragmentach kursu. Pierwszym umieszczonym tam
wynikiem jest twierdzenie Banacha—Steinhausa (uzupehienie U.1), z ktorego
korzystamy od samego poczatku ksiazki. Z kolei twierdzenie Dynkina o 7r-
i A-uktadach umieszczone w uzupetnieniu U.2 wykorzystujemy w rozdziale
4, a informacje o iloczynie tensorowym przestrzeni Hilberta (uzupekienie
U.3) sa potrzebne w rozdziale 6 (doktadniej w podrozdziale 6.3). Twierdze-
nie o wykresie domknietym (umieszczone w uzupehieniu U.4) potrzebne jest
w calej czesci 2. Wreszcie uzupehienie U.5 poswiecone ilorazom przestrzeni
Banacha i C*-algebr zawiera wyniki potrzebne we wspomnianym powyzej
rozdziale 7.
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ronowiczowi za lata pracy, w czasie ktorych przekazal mi czesé swojej wiedzy
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Wydziatu Fizyki oraz z Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uni-
wersytetu Warszawskiego, w tym szczegblnie Katarzynie Budzik, Pawtowi
Czajce, Janowi Derezinskiemu, Danielowi Siemssenowi i Pawtowi Strzelec-
kiemu, za cenne uwagi i rady dotyczace materiatu zawartego w ksiazce.
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